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<£ ¯    8Qj =@?  fx = fy = 0<8 fz = −ρ · g 5  V < ; 8>V =@? <£1 ; Q << = > u V = 8­8<<1 =  ¢V  x <8  V < ;8}1 ; Q <<V = 8Z­<<< =  ¢V  y 5  ¨=   =@?  u = u(z) <8 ∂u/∂z = du/dz 5  = <V
 
 ;  = <: = 
∂p
∂x




   
0 = 0 ,
   
∂p
∂z
= −ρ · g . S342 
 









 ¨=  = > ∂p/∂x V = 8§­<<<1 =  ¢V  z 5  ¨= H4<  =  ¦§?  =\ << 3  ?h=  ;  ;>=  ;    ; <y<8
j ;  = <j = 
u(z) =
1
2 · µ ·
∂p
∂x
· z2 + C3 · z + C4 .
S3 
 =  ¤  ¯ >
 = <4<<  ? a:86
 = <4<<  ;  = <j< ; < ;   8 u(z = 0) = 0 5  ; 8 ¯ Q? 4
C4 = 0
5 7 "< ; h ;   8  ;  = < ="¨=  < ; ¤  ¯ >
 = <4<< u(z = s) = U 5  = <V
\ 












 =  S3   ;  = < ¯ ® ;  =  ¦ 
 a= 8 = 4V =  =  7   < = 4V =  ¢V  ∂p7∂x 
u(z) =
1





z2 − s · z
)




$  V£< ; 8£1 ; Q <<yQ<M< ;  ;    p V = 8v­8<<1 =  ¢V  y  =  587 8 ¦§?  = << S342 
¯ Q? 4q8 ¨= j6 ;\ 9  ;  =  ?@?    ;  = (
p(x, z) = −ρ · g · z + h(x) . S3 
 
 ==  h  = 8`  
£h
 =@¨ 8<o­8<<1 = } = ` ; ¢V  x   <4 5  
   ¦§?  =\ <<S3 
     
 =  ¦ ?  = << S343   =   ;>?   (
u(z) =
1





z2 − s · z
)




M= a< ; :86
 = <4<<  8Q  =  ¦ 
 \a= 8 = 4V =  = < ;aM= ><
a¡ $ ?   ?  =   ?@?  =  Q?@?
u(z = s/2) = 0  ¯ Q? 4j8 ¦§?  = << S3A ¬
dh
dx
= 4 · U · µ .
 =    ;  = £ = 
 ;§¦§?  =\ << ¯ ® <;  
(
h(x) = 4 · U · µ · x + C5 .
S3  
¦ ?  = << S3    = <V
 
 =  ¦§?  = << S3 
   ;  = < ¯ ® ;  =  ;    ¢  ;  =@? <<8
p(x, z) = −ρ · g · z + 4 · U · µ · x + C5 .
S3  
 =   
 = <4<<  8Q\o< ;  ;     < ; 1 ?@? My< ; < ;   8  ?  = p1 = > ¯ ® <; ¨ ¯  = §86h
 = <4<< p(x = 0, z = 0) = p1 5  = <V
 
 =  ¦ ?  = << S3   ¯ Q? 4 C5 = p1 5  ¨= q ;  = < =  =  ;    ¢  ;  =@? << =@ ¡ $ ? 
(
p(x, z) = p1 + 4 · U · µ · x − ρ · g · z .
S3  
 = ¤  ¯ >
 = <4<<  ;  = < u(z = s) = U <8 u(z = 0) = 0 5*  < ;  = ><
Z¡ $ ?a= >Z = ¦ 
 	a= 8 = 4V =    ?@? u(z = s/2) = 0 5  =    ><< < ;`¦ 
 \a= 8 = 4V =  u(z)  ¦§?  = << S3 >= q = 8 ©  ;  ? 5  ¨= j ;  = <§ = ¯ Q? V8<`1 =   <
 ¦ 







¯ y  ;  ;     < ; 1 ?@?  3o=  < ; 1 ; Q <<y ;  = <j =\ ®<h ; p2 = p(x = L, z = s/2) 
p2 = p1 + 4 · U · µ · L −
1
2
· ρ · g · s .
1Q ; V< =   8< ;  =  =   8 = j =  =@9  = 8> ;>  =  < ; u8 ;  =  ?  = << ¢  ; $ <?   = 4  ; < <8 Q¨= jV = 8 ¦ 
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  76*;7?>@ 7)"#  ( =76*"#:@;7) =:9.-7 7q619Y@U< 7 9  @BAW76*Y9;7)2:?7) 9 t 5
= 
 7 9&-:7@;C7)"# 7)1= 	 #D
dx(t)
dt




= v = Ax(t) 0F 

12 93-:7)4(47)(47=7) 7)G>! 7)"$#  (47)2AIH:@ u  - v A0(C9
dx = 2Ae−αtdt  3 

dy = Axdt 0J 




+ C1 0L 

















+ C2  A 

12 93-:7@.M;7A 	 (*;=?76-7(  (ANH:@ t = 0 O  @- C2 = 0 =76*Y9 < <x95PQ*,A0(C9
y(t) =
2A2e−αt
α2  / 
" 







  9   99*( 7)"#  ( < 9,+*Y9 	  9;7@  "# 9;7? < 7=7) 7)
	 	  


















= 0  3 

 	 < 93*;93-7 7   9   99*( 7)"#  ( 7@ANH 9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 12 9=-:7@=57@   >@ 7)"#  ( 7)19 	 ( 7) 76*619Y@U< A 	 -:7)* < -:7@ 619;7) 7 1  - 0  *5 Ml=:=(5 
	 (47 O 7)-:79 7@(47=7)&*"$#D
p0 + ρ ·
c21
2
+ ∆l = p0 + ρ ·
c20
2
+ ρ · g · (h + H) + ∆p1−0  J 

O  ∆l *Y9 -7 7;Ml@Y=7) 9 -:7@  < 8?7  - ∆p1−0 -7 7B619Y@ U<  (*<47@  *;9;7C5   7@>B76*"$# O -7(+47) 9;7) c1 - c0 	  -:7@G619;7) 7 1 = 96O 5 0  *57Ml=:=(5 
 *Y9  (47A  #:@   5  	 =?7)-:7@5 7)#   9;7@,(C@	47 *- 571 	 # 	 9;-:7)D
∆l = ρ · g · (h + H) + ∆p1−0  L 

  7
7@  *;9;7l7) 9 	 ( -:76*;#:@ -:7@   (47 L *- 	  A -:7@ %' 7)(476*$"# O -7(+47) 9 =7 9 (47)=-7 73-7 7; =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5   7?>B76*$"# O -7(+47) 9  :< 9Y9;7) = 	 @.<U@  -4 	 "#&-7 7  < 8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 7)"$#(5  	 -7 7  < 8?7 <47@  *;9A @;7) 	 @Y=7) 9;795 	 H:@ ∆p1−0 ( 9;-:7)D






+ ζE + ζA + ζK)  AC2 

  7 > 76*"# O -7(+47) 9 cM =?79Y@ (C9;- 	 D
cM =
√
2 · ∆l − 2 · ρ · g · (h + H)
ρ · (λL Ld + ζE + ζA + ζK)
= 4.55 m/s  A  

= 
 G< -7 7 >B76*$"# O -7(+47) 9 	  -:7@ 619;7) 7 3 9  =7@;76"# 7) + 	 < 	  -7 7G57@  ?>! 7)"$#  (7)19 	 ( 7) 76*B619Y@U< A 	 -:7)*.<&-:7@G619;7) 7 0 9  @ 619;7) 7 3 	  O 7)-:7)D
p0 + ρ ·
c20
2








c0 = 0 8 * - 	  7@# 	  9s< 	 D
c3 =
√
2 · g · h = 4.43 m/s  A / 
" 
 G< -7 7.(476*  "#19;7 G=?7@ "$# 7 9  =?76*Y9 < < 7) + 	  < 	 =-7 7  19 >! 7)"#  ( 96O *"$# 7) -7 7B619;7) 7
2  - 3 	  O 7)-:7)(5 6  7@# 	  9s< 	 D
c2 · A2 = c3 · A3  AD 





= 0.002827433 m2  A E 

  7 (476*  "# 9;7 G=?7@ "$# 7 ( 9.-:7)D
A3 = 0.002904023 m
2  A F 
- 
 G< 9  =76*Y9 < < 7) U= -7 7 619Y@ U<  (  -:7< ;#:@ -:7@   (47 L  	 < 	 @ -:7@x9  @Y=   7) 9*;9 8<  ** < 	  -7 7l7 -* 9 	 #=?7 9 H("$#4-7 7 >B76*"# O -7(+47) 9 cM =7@;7)# 7)(5  	 "# -7 7  7 9# 	 9l< 	 D
Re =





= 273000 > 2300  A43 

O  ν = ρ/µ 5   7x619Y@ U<  (=*Y93- 	  9  @Y=   7) 95
7 




















= 0.00105834 0/ 2 

 	 * 
7@#   9* ks/d =79Y@ (C9 ks/d = 1/400 = 0.0025 8 - 5 #(5 -7 7 < 9Y9 7@;7 6 	 -7+U@:@ 	  #(+47) 9
ks
*Y9?(C@ 	47@ 	 * -7 7  "$+47 ∆ -:7@?< *+*;7) .19;76*"#"$# 95   7 %' 7) O 	 - -:76* .#:@;76* *Y9 	 *$!%
	;C # - @ 	  *"$#&( 	 9Y9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M  AI( 	 =7) 9;7)(= 

  3"#19  (
∑
Fx = 0 = FF lanschx 0/ 3 

  3"#19  (
∑










































· [R12 + R22]  D / 

9  3"$# 9  (
∑
Fz = 0 = Fp + Fiz − FF lanschz  DCD 

















· (p3 − pa + ρc32)  D13 

M  AI( 	 =7) 9;7) " 

∑






· (R12l1 − R22l2)  D L 

 !#  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− ρu′w′ = konst. > 0

7@ 	 "$# **(47 µdū
dz
	  *;7@# 	  =&-:7@.< *+*`7) .19;7@*"#"$# 95  µdūdz << ρu′w′ 
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 	 < 9l7@( =:9;*"#4 	 "$#&-:7@.%K 9;7)(C@ 	 9D
ū =
h
2 · κ · C1 · ln
h + z
h − z + C2
 	 - =?76-7(  (  
ū(0) = 0 =
h




⇒ C2 = 0
⇒ ū(z) = h
2 · κ · C1 · ln
h + z
h − z








2 · κ · C1 · ln
h + h2
h − h2
⇔ U = h





⇔ U = h
2 · κ · C1 · ln 3
⇒ C1 = U ·
2 · κ
h · ln 3
⇒ ū(z) = U · 2 · κ
h · ln 3 ·
h
2 · κ · ln
h + z
h − z
⇒ ū(z) = U
ln 3
· ln h + z
h − z













Ml=:=-  (  ?6 +  969 7
>B7)(47=7)D

p3,0 = 0, 78bar













D2 = 0, 15m

M1 = 1
  *  ( M  AI( 	 =7) 9;7) 	 5 

⇒ A2 = π · D
2
2
4 = 0, 01767m
2
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⇔ M22 = 2, 255
⇒ M2 = 1, 502
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  # 76- @  "$+ <U@,-:7< 619	 *Y9 ( 7)"$# -:7<   # 76- @  "+ p0  <  76**`7) 5   7 	U@Y< 7)A 5 L D  6?5  2D < 6 1 
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 9  @ AIH:@*Y9 	 9*$"# 7  @H"+47 8 "$# 9 ANH:@   # 76- @H"+47C5QPQ 9 O 76-:7@ <47@ O 7)-:79 < 	  -7 7
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⇒ p0 = 0, 839bar
A 535 7@;76"$#  (-:7@.1 	 "$# 9 	 #  	 "$#&-:7< 619	
M22,Sto =
1 + κ−1
κ+1 · (M22 − 1)
1 + 2·κ
κ+1 · (M22 − 1)
M22,Sto = 0, 4905
⇒ M2,Sto = 0, 7004














⇒ p2,Sto = 0, 562bar






· (M22 − 1)
⇒ p2 = 0, 228bar











⇒ p0 = 0, 839bar
 	 76*B*"#  < 7)-:7 	  76*.> 	 * # 	 -:7) 9 8 ( 9,-7 7 >@ 7)"#  ( p · 1
ρ






⇒ ρ0 = 0, 5192
kg
m3






























⇒ A1 = 0, 015m2
⇒ D1 = 0, 138m
  *  ( M  AI( 	 =7) 9;7) "C5 

 7@ 1 	 **`7)*Y9Y@U< -  @"# -7 7  	 < 	 -7H*`7 *Y9?+*Y9 	  9  -  C9 *"# - 	 # 7@ 	  Y76-:7@x=7) 7=(47)
619;7) 7 =?7@;76"$# 7)(5  	 -7 7   # 7 O 7@Y9;7 =7)+ 	 19 *-  M  AN( 	 =?7)19;7) 	 5 

! - * O # -7 7=1 	 "$# 9 	 # 	 * 	  "$#-:7@  7@*"# 9Y9  -:7@ 7)(*Y9;7) 619;7) 7q=7)+ 	 19 *Y9 8 O  @- -:7@ 1 	 **`7)*Y9Y@U< -U@Y9=76*Y9 < <>95
ṁ = ρ1 · c1 · A1




⇒ c1 = M1 · a1
a1 =
√
κ · R · T1
⇒ c1 = M1 ·
√
κ · R · T1
  7 C7< 8?7@ 	 9  @ T1  - -7 7  "$# 9;7 ρ1  	 *$*;7) *"# < 9 ; A 7@-:7@,*"#=7@;76"# 79;7)   # 7 O 7@Y9;7
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ρ1 = 0, 3291
kg
m3
T1 = T0 ·
2
κ + 1
⇒ T1 = 469, 167K
⇒ a1 = 434, 18
m
s
⇒ c1 = 434, 18
m
s
⇒ ṁ = 2, 1436kg
s
  *  ( M  AI( 	 =7) 9;7) - 5 

⇒ kompressibel, stationr, reibungsfrei
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= 0 , v = 0 . 0E 2 






+ u · ∂u
∂x































+ u · ∂w
∂x

























. 0E A 

= 






= 0 . 0E/ 
P * O  @+19;-7 7 Pw@-*"# O 7@;7  -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µ(T ) = µ0 · e−α·(T−T1) 0F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µ(T ) = µ0 · e−α·∆T ·
z


























= (−K · z + C1) ·
1
µ0





= −K · z · 1
µ0
· eα·∆T · zh + C1 ·
1
µ0
· eα·∆T · zh  3  

u(z) = −K · 1
µ0
· h · y
α · ∆T · e
α·∆T · z
h + K · h
2
α2 · (∆T )2 ·
1
µ0





· eα·∆T · zh + C2  3UA 




























= −K  3%D 








= −ρ · g  3 F 

∂C3(z) = −ρ · g · z + C4  3C3 

p(x, z) = −K · x + C3(z) = −K · x − ρ · g · z + C4  3 J 

 	 - =?76-7(  ( p(x = 0, z = 0.75 · h) = p0
p0 = −ρ · g ·
3
4
· h + C4  3 L 

C4 = p0 + ρ · g ·
3
4
· h 0J 2 

p(x, z) = p0 − K · x − ρ · g · z + ρ · g ·
3
4
· h 0J7 

p(x, z) = p0 − K · x + ρ · g · (
3
4
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u(t) = U · cos α(t)
w(t) = U · sin α(t)
C1 = U · cos α(t0)
C2 = U · sin α(t0) − gt0
u(t) = U · cos α(t0)
w(t) = U · sin α(t0) − g(t − t0)
J I
u = U · cos α(t0) = konst.







dx = U · cos α(t0)dt
x(t) = U · cos α(t0) · t + C4
dz = [U · sin α(t0) − g(t − t0)] dt
z(t) = U · sin α(t0) · t −
1
2
g(t2 − 2 · to · t) + C4
K L M
x(0) = x1 = C3
z(0) = z1 = C4
x(t) = U · cos α(t0) · t + x1
z(t) = U · sin α(t0) · t −
1
2








t − t0 =
x
U · cos(α0)
u(x) = U · cos(α0)
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z(0) = h
C3 = h
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· ρ · c2i ) · (λL(L/D) + ζE + ζK)
!I
 H H  M
ci =
√
2 · [p0 − pi + ρ · g · (H + L)]
ρ · (1 + λL(L/D) + ζE + ζK)
= 0.324443 m/s
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2 · ci = 8.111 m/s
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pi + ρ ·
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∆e = pi − pa +
1
2
· ρ · (ci
2
− ca
2) = 261158.47 Pa
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 V̇    M
V̇ = ci · π · D
2/4 = 0.0637 m3/s
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N = 16635.8 W = 16.6358kW
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pa + ρ ·
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· ρ · c2a · λl(l/d) +
1
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· ρ · c22 · ζ2
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c2 =
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c3 =
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2[pa − p3 + ρg · l + 1/2ρca2(1 − λl(l/d))]
ρ(1 + ζ3)
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c3 = 7.703 m/s
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~FD = −(p1 − p0) ~A1 − (p2 − p0) ~A2 − (p3 − p0) ~A3 + p0 ~A1 + p0 ~A2 + p0 ~A3 + p0 ~AR
  I
~F0 = p0 ~A1 + p0 ~A2 + p0 ~A3 + p0 ~AR
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~FDx = (p1 − p0)A1 + (p2 − p0)A2 cos α − (p3 − p0)A3 cos β
I
~FDy = −(p2 − p0)A2 sin α − (p3 − p0)A3 sinβ
I
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~Fy =
−(−(p2 − p0)A2 sin α − (p3 − p0)A3 sin β − ρA2v
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= (p2 − p0)A2 sin α + (p3 − p0)A3 sin β + ρA2v
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~r2 = (−L cos α;L sin α; 0)
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~M3 = −ρ(L;L; 0) × (v3 cos β; v3 sinβ; 0)v3A3 − (L;L; 0) × (p3 − p0)(A3 cos β;A3 sin β; 0)
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M3z = −LA3(sin β − cos β)(ρv
2
3 + (p3 − p0))
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· λlam = 0.00131Pa
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· λturb = 0.636Pa
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ṁ = ρLuft · c1 · A1











c1 · D1 · ρLuft
µLuft
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c2 · D2 · ρLuft
µLuft
⇒ Re2 = 133.755
I           H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A(h) = a · h + b
A(h = 0) = b = A1 = 0, 00785 m
2
⇒ b = 0, 00785 m2
A(h = 1 m) = a · 1 m + 0, 00785 m2 = A2 = 0, 0707 m
2
⇒ a = 0, 0628 m
⇒ A(h) = 0, 0628 m · h + 0, 00785 m2
⇒ A(h = h/2) = 0, 039 m2
N
 I dmin = 0, 0015 m   dmax = 0, 02 m
Remin =
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· ρLuft · c
2
h/2 · cW · AKugel = VKugel · ρSand · g
1
2
· ρLuft · c
2









· ρSand · g
1
2
















⇒ DKugel = 0, 0025m
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= 0 , v = 0 .
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w(z = 0) = w(z = h) = W0
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w(z) = W0




























































































      !I  I  "I  w = W0    M










0 = fy ,




   H H  H   JH  H    fx = fy = fz = 0    H J 

  u 	 	  x    J  
 	 	  y  H     u = u(z)  ∂u/∂z = du/dz     J   M


















    NNI            N!I  J    H p 	 	  z  
 J  
 	 	  y    H     p = p(x)  ∂p/∂x = dp/dx   H 
 J       NI  M



















  J  f(z) = du/dz  H       















· z + C1
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·z + C3 .
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   HJ   H  K HJ    J H   H u(z = 0) = U0  H J  H u(z = h) = 0         NI    H M











·h + C3 .
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FR,oben = τ(z = h) · b · L = ρ · ν ·
du
dz
(z = h) · b · L .
NI
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 HJ  q̇s = 0 
w = W0
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 H    xK   H J   HH     ∂T/∂x = 0   H  
      !I    H    H   	  z  M T = T (z)   H    
∂T/∂z = dT/dz
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= ρ · cv · W0 ·
dT
dz
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 M
T (z) = C4 · z + C5 .
   K HJ   T (z = 0) = T1  T (z = h) = T2  J     
 M
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v(x, y, t) = V0 cos(ωt)
R#S



























































− 0 6= 0RS

Xa\ "  eW`\[Uh V\ WVfg h"geW`\["V  V\ aU\T X"aUU ! ga[ ]S X YWVVTW h" cdT TWW h\ iagWlT"\
dy
dt
= v(x, y, t) = V0 cos(ωt)
R$S








Xe"fg hV aW``! W ihVW`eW` [n" t2 [TU` [n" I2













i.a. 6= 0R^ S
∂v
∂t
= −V0ω sin(ωt) i.a. 6= 0
R%S






































V\  V h TUe W\"T 
V̇
! laWW  b aW ga Z
RS
V̇ =
π · D2 · cD
4




π · D2 = 8.9524 m/s
bV hV\" \fg VWhV`lV laWW  aW hWW hV  WTUhjagU VW h" b V h\  Tg"\
3
! c
"fgWW  X V `VU Z
R]S
ReD =





= 716197.244 = 7.162 · 105
 hV  V!eW`\lT jVW ae\ h uVle"ah\ c X Va`"a  ! \V  W je l WWW  e\\  aW
ha\ "gUW V\
D/k




e\ h XVa`"a  laWW  aW h" t" h" `\efg dT jVW ae\U\W 





! S b V h" i"WTeUUVc UVfgeW` WUaW` VW\ "T [ahW\ TW h" UU P eWh 1 R\  !! SaW`Wh "`! W \Vfg Z
RmS
pP + ρ ·
c2D
2
− ∆pvD = p1 + ρ ·
c21
2
+ ρ · g · h + ∆pv1
T! V
p1










· ρ · c21 · (λ1 ·
l1 + h
d1
+ ζK + ζA)











· (1 − λD(L/D))]
ρ · (1 + ζK + ζA + λ1 · l1+hd1 )
= 2.08675 m/s
]
fS  h" X"efl VW h igU" ! "fgWW je l WWW  e\\  aW je"\ hV \fg VWhV`lV
c2! \V  W  X V "Ue\ VW hW Tg"W
2
 n\\W  V! "afg "hW  Xa V\ a igU"hV p"V\"agUcihVW`eW` `nUV` Xe"fg hV dTWVc UVfgeW` aW h" "jV`eW` ga  aW Z
R$S ρ · π · D2
4
· cD =
ρ · π · d12
4
· c1 +





hV W! laWW V\  b aW ga hWW Z
RS
c2 =








`U` "hW  Xa `VU aW h" UU
2
hV p"V\"agUcihVW`eW` 
sWUaW` VW\ "T [ahW\ TW h" UU P eWh 2 ga  aW Z
R#S
pP + ρ ·
c2D
2
− ∆pvD = p2 + ρ ·
c22
2










hV  V!eW`\"Ue\ WUaW` h\ Tg"\
2
\VWh 




p2 = pP + ρ ·
c2D
2
· (1 − λD ·
L
D
) − ρ · g · l2 − ρ ·
c22
2
· (1 + λ2 ·
l2
d2





p2 = pB + ρ · g · (H − l2) => pB = p2 − ρ · g · (H − l2) = 93897.00281 Pa
hS  je "n[W T! hV "  eW` VW ! VhW  Tg"W Ua VWa" Th" e"!eUW V\  e\\  aW hV
 WTUh\jagU ae[  "eWh h" Xe"fg \\" ! Vh\ Tg"\ ! "fgWW  X V \VWh Z
RmS
Red1 =





= 41735.2 > 2300
T
ν = ρ/µ
 X V "  eW` VW h Tg"
1
V\ haWW e"!eUW 
WaUT` [n" hW jVW Tg" Z
RoS
Red2 =





= 806582 > 2300
XV "  eW` VW h  Tg"
2







aS Vg lVjj  X "eflaW\V` VW "  eW`\"VfgeW` c !U \eW`  V V"W "Uae[ X"eflae\c`UVfg e" je" "  eW` ! V e\"V ae\ d"n  " cX"efl \V` aW _WWWaWh eWh [UU aeW Vh" a! c t Vh"aWU`W f 
! S leWh"\"  eW` c sW\gW he"fg kW"V[e`aUl"[ R_W h" b V `" " aU\ eW c ic`eW` Wafg eW S 
fS
∆p = 1/2 · ρ · u2m1 · LD · λlam1 128π · ρ V̇D4 · ν · l




∆p = 1/2 · ρ · u2m1 · LD · λlam1
∆pneu = 1/2 · ρ · u2m2 · LD · λlam2
∆p
∆pneu






= 4 · u2m1
u2m2
n! " lTW\aWW TUe W\"T 
V̇1 = V̇2
%


























  \eW` e[`a! WVU a Spn" ha\ `\efg  UVWa"  \fg VWhV`lV\"TY U `VU Z








c2(y = B) = 0 = a · B + b
⇒ b = −a · B
⇒ c2,max = a ·
B
2
− a · B
⇒ c2,max = −a ·
B
2
⇒ a = −2 · cmax,2
B
⇒ b = 2 · c2,max


















· c1,max = a
⇒ c1,max = c2,max












































= c1,max · t ·
(






· c1,max · t · B
  \eW` e[`a! WVU f SX a ae"gaU! h\ d aWaU\  `!eW`\h"efl g""\fg  g! W \Vfg hV d"[ \TTgU VW c aU\aefg VW jc VfgeW` ae[   hW t Vh"\aWh h\ d " "\ je ! "fgWW  ! "afg  aW hag"We" hV _ eU\!VUaWj VW  c VfgeW` Z
FD1 + FI1 + FR + FD2 + FI2 + FW = 0

FD1 = 2 · p1 · t · B




































































































· ρ · t · B · c21,max
I2 = I2,1 + I2,2 + I2,3





ρ · ~c2(y) · (~c2(y) · ~n)
h
A














































































Xa"ae\ "`V! \Vfg [n" hW hV t Vh"\aWh\l"a[ FW Z
FW = −(FD1 + FI1 + FR + FD2 + FI2)
FW = − 2 · p1 · t · B −
16
15
· ρ · t · B · c21,max
+ µ · t · 4
B




· ρ · t · B · c21,max)












_ eWl  W\"fgW hV t" hWW h" eW`\ "W W\"  eW`  ha VW h" ! "\fgaUU\" c
 eW` lVW "T ae[ V"leW`  V\V" Z
p1 = p∞
T1 = T∞

















































































































κ + 1 + 2κ (M2
∞




XV  \a WgaUV !UV! n! " hW T lTW\aW Z



















































































= 0 , v = 0 .
R#S













X V "  eW` V\ VW
z
c VfgeW` ae\`!VUh  h  g  hV \fg VWhV`lV\lT TWWW Wh"W
\Vfg VW
z

























X a"ae\ [TU` u = C  V h" _W"`"aVTW\lTW\aWW C  W hW t WhW `VU `W h"  a[! chVW`eW`
u(z = 0) = u(z = h) = 0
 X V  \eW` TW RmS VW hV  aWh! hVW`eW` VW`\j [ng"je
u(z) = 0






+ u · ∂u
∂x
+ v · ∂u
∂y























+ u · ∂v
∂x
+ v · ∂v
∂y























+ u · ∂w
∂x
+ v · ∂w
∂y



















b V  UVfgeW` R#S  R]S  R%S eWh
u = 0 [TU` Z




0 = fy ,
0 = fz −
∂p
∂z




XV  "a VaVTW V\ WVfg "WafgU\\V`!a" eWh  V"l VW W`aV
z




fz = −ρ · g






`W h" ! WW "  eW` lVW peWlVTW TW
y










0 = 0 ,
RS
0 = −ρ · g − ∂p
∂z





 UVfgeW` RS [UU `  e\  UVfgeW` R$S "`V! \Vfg  ha\\ p lVW peWlVTW TW x eWh `Wh" ! WW "  eW` lVW peWlVTW TW
y




 X a V
"`V! \Vfg  UVfgeW` R#S je Z
dp
dz














+ ρ · g
)
.










+ ρ · g
)
· x + C1













+ C1 · x + C2 .
R]S
X V  a[! hVW`eW` aU\  aWh! hVW`eW` "`V! aW h"  Ua w(x = 0) = WP eWh aW h" "fgWtaWh
w(x = h) = 0
 s VW`\j VW  UVfgeW` R]S "gU  aW Z














+ C1 · h + C2 .
R%S






















































+ ρ · g
)






Xa V V\ "gU  aW [n" hV \fg VWhV`lV VW !gW`V`lV TW z Z
w(x) =
h2
































+ C1 · x′ + C2 .
RqS
X V  a[! hVW`eW` aU\  aWh! hVW`eW` "`V! aW h"  Ua w(x′ = 0) = WP eWh aW h" UVWlWtaWh
w(x′ = 2 ·h) = 0  s VW`\j VW  UVfgeW` RqS "gU  aW VW WaUT`V je  UVfgeW` RoS Z
w(x′) =
(2 · h)2








2 · h ·
(
x′






































fS W h"  Ua  e\\ d"[`UVfg` Vfg j V\fgW  V!eW` eWh  Vfg \VW  X V  V!eW`\l"["hW n! " hV fge!\aWWeW` ! "fgW  b aW "gU g V"ae\X V d"a[ ae[ hV T! "  Ua! "fgW \Vfg [n" VW u TW\fg\ b hVe ae\ Z
FR,rechts + FR,links = G .
R#$S





















Xa V "`V! \Vfg aW h"  Ua [n" hW \fg VWhV`lV\`"ahVWW Z
dw
dx














X V  V!eW`\l"a[ ae[ hV "fg  UaW\V ! "fgW \Vfg haWW ae\
FR,rechts = τ(x = 0) · L · b = µ ·
dw
dx
(x = 0) · L · b .
 V  UVfgeW` R# S je Z








+ ρ · g
)

























Xa V "`V! \Vfg aW h"  Ua [n" hW \fg VWhV`lV\`"ahVWW Z
dw
dx′






+ ρ · g
)
− WP
2 · h .
R#]S
X V  V!eW`\l"a[ ae[ hV UVWl  UaW\V ! "fgW \Vfg haWW ae\
FR,links = τ(x
′ = 0) · L · b = µ · dw
dx′
(x′ = 0) · L · b .
m
 V  UVfgeW` R# S je Z






+ ρ · g
)





X V  UVfgeW`W R##S eWh R#^ S VW hV  UVfgeW` R#$S VW`\j UV["W hV i\V  eW`\`UVfgeW`
[n" hW X"efl`"ahVWW 








+ ρ · g
)
− µ · WP
h
)






+ ρ · g
)






"gU  aW Z








+ ρ · g
)
− µ · WP
h
)






+ ρ · g
)




sVW  [T" eW` "`V! Z








+ ρ · g
)










h · L · b − µ ·
WP
h2
− ρ · g .R#%S












 UVfgeW` R#%S VW`\j "`V! [n" hW X"efl`"ahVWW Z





h · L · b + µ ·
WP
h2
+ ρ · g
)
.
hS iV VW" VWlT "\\V! UW "  eW`  V"h h"  WTUh\cW\aj je" i\fg"V!eW` h" e"!eUWc
W "  eW`\`" W "Wh  X a! V \j \Vfg VW "  eW`\`"  ae\ h" jVUVfg ` Vc
UW  "  Ue\ VW fgaWleW`\`"  je\a  W 
X"  WTUh\cW\aj [n" hV "  eW`\`" W Uae Z
u = ū + u′ ,
v = v̄ + v′ ,
w = w̄ + w′ ,
p = p̄ + p′ .




























−ρ · u′2 −ρ · u′ · v′ −ρ · u′ · w′
−ρ · v′ · u′ −ρ · v′2 −ρ · v′ · w′











[ S X V iTe\\VW\cWWag 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g TW h" WWag  ae\  ha\\ hV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WTUh\\fgW \fgVW!a"Wfge!\aWWeW`  V hV V`WUVfgW fge!\aWWeW` ae\ hW ` VUW \fg VWhV`lV ! c
\V   "hW l WWW   U\  "T T"VTWaUV\[alT" "V gV"! V   hTfg WVfg hV hWa V\fg
 V\lT\V ae[  \TWh"W VW palT" h" aU\ e\ae\fg`"  !j  e"!eUW  V\lT\V ! jVfgW V"h  X V\" \g VW lVW ke\a  WgaW`  V h"  TUleUa"W  V\lT\V  X V iTe\\VW\c
WWag  [n" VW VWlT "\\V! U "  eW` Uae Z








sVW`\j VW  UVfgeW` R#mS "gU  aW Z








































































































bV hW T"ae\\jeW`W R#S eWh R#S "`V! \Vfg gV"ae\ Z
























bV  UVfgeW` RmS "`V! \Vfg \fgUV UVfg h" aWWeW`\W\T" je Z
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+ u · ∂u
∂x
+ v · ∂u
∂y
+ w · ∂u
∂z
= 0




+ u · ∂w
∂x
+ v · ∂w
∂y
+ w · ∂w
∂z
= −ω · V · sin(ω(t − x
V















































































− g · x
2
2V
= V · z + C1
f X ROQ g IQRP ORQNVQNOQ IVL RO  VUNIP OQLXO  VQN hx = 0, z = 0, t = π
2ω



































VQR RI_ X a
x(t) = V · t + C2
k IYZ  QILLVQN ROLO l OYZVQN IQ RO g IQRP ORQNVQNOQ UW NX a
x(t) = V · t + xP

























(xP + V · t)
]
dt





V · cosω · xP
V
− g · xP
V
)
· t + C3
K I z(t = 0) = 0 qWIVLNOLOXbX n R LX OQXLOYZOQR IVYZ C3 = 0 IQbVQOZ_ OQ 










V · cosω · xP
V

























xy z {| }~ ~{~{ ~|x ~{~ | x}~  }~ |~~ 0 } II     y x~~}~| ~~ ~ { 
p0 + ρW ·
c20
2
= p2 + ρW ·
c2II
2
+ ρW · g · H . y
 {~ ~ {}{~{| cII  }{~ }~ x~ x }~  {~x H  ~{||     ~{   x }~x~ ~x x }~  ~ H ~{ ~   x {| {| }~   p2 
p2 = p0 − ρW · g · H = 100700 Pa . y
  }{~ |{~{ x|  x 
ρL · π · d12
4
· c1 =









· c2 , ¢ y
 ~{ c1 } c2 £  ~x|~ {}    ~{~  ~{~{  {~ }{~ |~~ 1 } 2~~ ~ { 
p1 + ρL ·
c21
2




 ~{ ¥{~||~ }~ |{~{ { }~  ~{~{ ~{| { 
c2 =
√







2 · (p1 − p2)




= 27, 5 m/s . ¦y






· c2 = 20, 2 m/s . ªy
 




= 94112, 57 < 105 .
hJ







RIL  OUOX bV OQO_ ­O VLXP OnOX qWQ
λ = 0, 018 .
h"J
YJ f X RO ` OQWV  ]l OYZVQN OQX IQN OQOL cXW_ UIROQL qWQ RO cXO  O 2 PL bV RO cXO  O 5 tVQXO `OXIYZXVQN RO MQONOIPUTZ RO sVPQO VQR RO g OPVQNLqO VLXO Q RO cXOYjO 3 ]
4
t P OOYZQOX _ IQ RO NOLVYZXO K VYj p5 a
p2 + ρL ·
c22
2





pQ ROLO l OYZVQN LXOZX IVU RO  QjOQ cOXO −∆lT t RO RO L Obe LYZO  P OX t RO RO sVPQOW ­W V_ OQOQZOX [  VR IVUQ_ _X t OQXLYZX  K OLO sO_ LX P OjIQQX RVYZ RO l OYZVQN
RO ®OLXVQNIVUQIZ_ O RO sVPQO a
L = ∆lT · V̇ ,
h!J




= 64318, 02 Pa .
h¯J




· ρL · c32 · λ ·
l
d3
= 31, 7 Pa .
h° J
K O NOLVYZXO K VYj p5 N X ROQQ a
p5 = 36560, 07 Pa .
h±J
°
  D EF  ² H
IJ IVL RO ^WQXN OYZVQN UW NX a
ṁein = ṁausQjW_ LLP O a
V̇ein = V̇aus
V̇ = V̇aus = wrel,a · 2 · π · Ra · b
b =
V̇





P J MV OLYZO sVPQOQN OYZVQN UT LXIXWQdO cXu_VQN WRO K OZ_ V LP IQb  OUOX a
M = (Ra · cabs,t,a − Ri · cabs,t,i) ṁ
I\ I O MQ ILL a cabs,t,i = 0
cabs,t,a = ua = ω · Ra
cabs,r,a = wrel,a
M = (R2a · ω) · ṁ = (R2a · ω) · ρ · V̇WRO TP O K OZ_ V LLIXb hVZOQRO ^WQXW  IV_ V_ RIL NIQbO ®IVUIRJ  [T ROQ VZOQROQ
^WQXW  IV_ V_ RIL NIQbO ®IVUIR _TLLOQ RO  PLW VXNOLYZn QRNjOXOQ cabs qOnOQROX nO]ROQ  K IL p_ V L_ W_ OQX I_ MQXXX V_ RO ϕ] VQR RO z]^WWRQIXO LX nONOQ RO I\ I OQmVLXu_ YZXVQN N OYZ 0  K IL p_ V L_ W_ OQX I_ MQXXX V_ RO r]^WWRQIXO LX nONOQ ROc«_ _ OXO RO mVLXu_VQN N OYZ 0  K O f W_ OQXO RO K VYjjdUXO VQR f ILLOQjdUXO ZOP OQLYZ IVL c«_ _ OXONTQROQ IVU  Pbn  RO OQXLOYZOQRO v OP O I_ LX N OYZ 0  K I_ X XXX I LdVoOO ^ IUX QV RIL f W_ OQX qWQ RO iO  O IVU ROQ ^WQXW  IV_ IVU t nO YZOL RIL NOLVYZXiO  OQROZ_ W_ OQX ~M LX  K I_ X ONPX LYZ a
~M = − ~MI,a =
∫
Aa
ρ · (~ra × ~va) · (~va • ~na) · dA .












































ρ · (Ra · ua) · wrel,a · dA = ρ · (Ra · ua) · wrel,a · Aa = ρ · Ra · ua · V̇ .
M = ρ · R2a · ω · V̇ .

























YJ ` OQWV  ]l OYZVQN _  PLW VXL«LXO_ a
1
2
· ρ · c2abs,i + pi =
1
2
· ρ · c2abs,a + pa − ∆lP
∆p = pa − pi =
1
2
· ρ · c2abs,i −
1
2





































− w2rel,a − (2 · π · n · Ra)2












− w2rel,a + (2 · π · n · Ra)2

 = 247000 N/m2 = 2, 47bar
#
  D EF  ³ H
IJ
P J v IUXP ORQNVQN IQ RO iIQR t U∞ IVLLOZI P RO lOQbLYZYZX 
YJ K O cj P OnONX LYZ _ X RO lOLYZn QRNjOX U∞  K I_ X LX RO lOLYZn QRNjOX RO iIQRN OYZ U∞   VLLOZI P RO lOQbLYZYZX LX ū2(y2) = 0 
R J K O cj P OnONX LYZ _ X RO lOLYZn QRNjOX U∞  K I_ X LX RO lOLYZn QRNjOX RO iIQRN OYZ U∞   VLLOZI P RO lOQbLYZYZX LX ū2(y2) = 0 K O v uZO Z ROL cjL LX NONOP OQ  K I_ X LX y2 ´ y1 µ h


















OJ [T τw N X a




[T ROQ i P O q LjWLXdX N X QIYZ ·IQRX a





















































⇒ τt(y2) = ρ · (0, 41)2 · y22 ·
U2
∞




⇒ τt(y2) = ρ · (0, 41)2 ·
U2
∞



















τw = τt(y2 = ∆) = ρ · (0, 41)2 ·
U2
∞
49 · δ2/7 · y
2
7
2 = ρ · (0, 41)2 ·
U2
∞
49 · δ2/7 · ∆
2
7
= ρ · (0, 41)2 · U
2
∞
49 · δ2/7 · (0.015 · δ)
2












0, 001 · U2
∞












  D EF  ¸ H














⇒ ρK = 5, 5kg/m3












⇒ ρ1 = 1, 267kg/m3
a1 =
√
κ · R · T1 ⇒ a1 = 334, 08m/s
c1 = M1 · a1 ⇒ c1 = 668, 16m/s
A = π · r2 ⇒ A = 50, 265cm2
















⇒ A∗ = 29, 79cm2
⇒ r∗ = 3, 08cm
YJ K I _ OQNLXOQ ¹VOLYZQXX RO f IYZbIZ M = 1 LX t N X RO Q  VUNIP OQXO P J qOnOQROXO[ dYZOQN OYZVQN UT RO OQR_ OQLWQI O t LOQXW O cXu_VQN  K IQIYZ LX RO f IYZbIZ OQbN
qWQ RO lOW_ OXO RO KTLO IPZdQNN ML N X a Ms = M1























⇒ ρK = 1, 22kg/m3
K O f ILLOQLXW_ ṁ n R IQ RO cXO  O S VQ_ XXO PI qW RO_ cXWo P OOYZQOX aK I LYZ RO g VZOXO_  OIXV TK VQR RO f IYZbIZ MS = M1 = 2 QYZX dQROQ t P OP OQ RO
¬
cYZI  NOLYZn QRNjOX VQR LW_ X IVYZ  VLLXu_ NOLYZn QRNjOX jWQLXIQX 












⇒ ρS = 0, 28 kg/m3
ṁ = ρS · cS · A1 ⇒ ṁ = 0, 94 kg/s












⇒ M ′S = 0, 577



























































1 + κ−1κ+2 · (M ′S − 1)
















  D EF  º H
























































K IIVL UW NX u = C _ X RO pQXONIXWQLjWQLXIQXOQ C   Q ROQ i dQROQ N X R O v IUXP ORQNVQN
u(x = 0) = w(x = h) = 0
 K O ®uLVQN qWQ h° J Q RO g IQRP ORQNVQN OQNOLOXbX UTZX bV
u(x) = 0






+ u · ∂u
∂x
+ v · ∂u
∂y






















+ u · ∂v
∂x
+ v · ∂v
∂y






















+ u · ∂w
∂x
+ v · ∂w
∂y


















f X l OYZVQN h!J t h¯J t VQR u = 0 UW NX a






























K O lIqXIXWQ n jX QV Q QONIXqO z]g YZXVQN t LWRILL N X fx = fy = 0 VQR fz = −ρ · g K I_ X VQR _ X l OYZVQN hJ UW NX IVL ROQ l OYZVQNOQ h±J ] h¶J a









0 = −ρ · g − ∂p
∂z






 VL l OYZVQN h"J UW NX ∂p/∂y = konst. = C1  iONOQ RO g WXIXWQLL«_ _ OXO jIQQ LYZ ROK VYj Q y]g YZXVQN QYZX dQROQ t LWRILL RO ^WQLXIQXO bV k V  n R VQR OL N X ∂p/∂y = 0 K I_ X LX RO K VYj jOQO [VQjXWQ qWQ y  l  OYZbOXN LX RO KVYj nONOQ ROQ l OYZVQNOQhJ VQR h¬J jOQO [VQjXWQ qWQ t VQR x  K I_ X N X p = p(z) VQR ∂p/∂z = dp/dz  M QNOLOXbX QRO l OYZVQNOQ h¬J ] hJ OZ d X _ IQ a







0 = −ρ · g − dp
dz





l OYZVQN h!J Ud  X nON  iONOQ RO l OYZVQNOQ h!J t h¯J VQR hJ LQR RO lOLYZn QRNjOXOQ
v
VQR w jOQO [VQjXWQOQ qWQ y t z VQR t  K I_ X N X v = v(x) VQR w = w(x) VQR LW_ X IVYZ
∂v/∂x = dv/dx

















K O bnO_ I NO pQXONIXWQ qWQ l OYZVQN h±J ONPX a
v(x) = C2 · x + C3 .
h¶J
K O v IUXP ORQNVQN I L g IQRP ORQNVQN ONPX IQ RO iO  O v(x = 0) = ω · R VQR IQ RO®INOnIQR v(x = h) = 0  M QNOLOXb Q l OYZVQN h¶J OZd X _ IQ a
ω · R = C3 ,
hJ
0 = C2 · h + C3 .
h¬J





K O ^WQLXIQXOQ Q RO l OYZVQN h¶J OQNOLOXbX UTZX bV ®uLVQN a







K O bnO_ I NO pQXONIXWQ qWQ l OYZVQN h#J ONPX a
w(x) =
1
2 · µ ·
(
ρ · g + dp
dz
)
· x2 + C4 · x + C5 .
h! J
K O v IUXP ORQNVQN I L g IQRP ORQNVQN ONPX IQ RO iO  O w(x = 0) = 0 VQR IQ RO ®INOnIQR
w(x = h) = 0
 M QNOLOXb Q l OYZVQN h! J OZd X _ IQ a




2 · µ ·
(
ρ · g + dp
dz
)
· h2 + C4 · h + C5 .
h!¯J
l OYZVQN h!!J Q l OYZVQN h!¯J OQNOLOXbX VQR QIYZ C4 IVUNO uLX ONPX a
C4 = −
1
2 · µ ·
(





K O ^WQLXIQXOQ Q RO l OYZVQN h! J OQNOLOXbX UTZX IVU a
w(x) =
h2
2 · µ ·
(




















K OLOL Q l OYZVQN h!° J OQNOLOXbX UTZX LYZ Oo YZ bV ®uLVQN a
w(x) =
h2
2 · µ ·
(


































+ u · ∂e
∂x
+ v · ∂e
∂y



























































































































































[T OQ QjW_ OLLP  OL f ORV_ N X e = cv · T _ X cv = konst.  K I_ X ONPX LYZ a











































K O sO_  OIXVqOXO VQN LX Q y] VQR z]g YZXVQN IVLNOP ROX t RIIVL UW NX ∂T/∂y = ∂T/∂z =
0














































































· x + C6 .






















· x + C7 .
h!J




· (ω · R)2 .












K O pQXONIXWQ ROLO l OYZVQN UTZX IVU a
1
2
· T 2 = µ · T0
λ0
















· T 2W .
MQNOLOXbX Q l OYZVQN h!¬J OZd X _ IQ a
1
2
· T 2 = µ · T0
λ0













· T 2W .
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EF GH





















^L R!M _IMR !RLMVUMV!M ] t = 2 s UMR P2 = (x2, y2) !"VL  NLPQ WX" R!M `M!V"IRLMN!a bLc!M!M
C1
]









!"VL  NLPQ WX" RL! xc eZOM!M! ]
dx
dt





x(t) = At + C2fM!" d!"XPNLPQLVUMV R!" _IMR !RLMVUMV WTV ]
x(t = 0 s) = 0 = C2
x(t) = At

















































e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt))






e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt)) + C3
fM!" d!"XPNLPQLVUMV R!" _IMR !RLMVUMV!M
y(t = 0 s) =
ω
ω2 + A2


















e−At (Asin(ωt) + ωcos(ωt)) − ω
)







+ u · ∂u
∂x








+ u · ∂v
∂x
+ v · ∂v
∂y
^L ∂u/∂t = 0 j ∂u/∂x = 0 UMR ∂u/∂y = 0 !"VL  NLPQ WX" RL! xc eZOM!M! ]
bx = 0
^L ∂v/∂t = −e−xωcos(ωt) j u∂v/∂x = Ae−xsin(ωt) UMR v∂u/∂y = 0 !"VL  NLPQ WX" RL! yceZOM!M! ]
by = −e−xωcos(ωt) + Ae−xsin(ωt)






YZ L !"VL  NLPQ WX" RIN Y"iZUMVNW!TR ]
Ω = e−xsin(ωt)
  DEF n H
IJ gM!"VL!VT!LPQUMV X !" RL! oUZO! pTIU kUWVI !MN!TTUMV I" !L! RL! oUZO! q!"TUNW"!L rJ ]
ρ
2
· c21 + p1 =
ρ
2
· c22 + p2 − ∆lp
psJ
kUN R!Z q"V!V! !M!M tTUZ !MN"Z UMR R!Z V!V! !M!M KU"PQZ !NN!" !"VL  NLPQ RL! S!c
NPQh LMRLV!L c1 bU ]
V̇ = c1 · A1




kUN R!" ^ INN!M!"QITUMV WTV ]
V̇ = konst = c1 · A1 = c2 · A2
puJ
KI NLPQ R!" vU!"NPQML R!N _Q"!N MLPQ [MR!" j !"VL  NLPQ ]
c1 = c2




KIZ L !"VL  NLPQ WX" RL! gM!"VL!VT!LPQUMV ]
p1 = p2 − ∆lp
pxJ
K L! y!LNUMV R!" oUZO! LN Z L L = 0, 06 KW V!V! !M  zX" RL! gM!"VL!VT!LPQUMV  !MiLVZ IM { !RPQ RL! NO !bL\ NPQ! oUZO!M!M!"VL! ∆lp  K L!N!  !"!PQM! NLPQ IUN ]









KIZ L !"VL  NLPQ R!" K"UP p2 MIPQ R!" oUZO! bU ]
p2 = 180.000
kg
m · s2 = 1, 8 bar
pmJ
 J kUWV"UMR R!" tTUZ !M!"QITUMV VLT ]
c2 · A2 = cu · Au + co · Ao
c5 · A5 = cu · Au + co · Ao
KI A2 } A5 ]
⇒ c2 = c5




K L! _!MTRNbIQT !"VL  NLPQ bU





YZ L !"VL  NLPQ R!" _!L UMVN !Lh!"







PJ gN VL  # ^ iVTLPQ!L!M UZ qM # MIPQ x bU ZZ!M  ^ IM  !MiLV  !LR! d!"MUTTLc
ST!LPQUMV!M j UZ R!M K"UP p5  !NLZZ !M bU iMM!M 
ρ
2
















































































⇒ c2u = c2o ·
(


























kUN R!" tTUZ !M!"QITUMV !"VL  NLPQ ]
V̇ = konst
⇒ c2 · A2 = cu · Au + co · Ao
⇒ c2 · π ·
D22
4
= cu · π ·
D2u
4
+ co · π ·
D2o
4
⇒ c2 · D22 = cu · D2u + co · D2o
psxJ
Y!b Z IM ST!LPQUMV sw LM ST!LPQUMV sx !LM j LN RL! "!NUTL!"!MR! ST!LPQUMV MU" MPQ qM c4I Q[MVLV 












ζkr + ζmix +
λu·Lu
Du
) · D2u + co · D2o
psJ






















































0, 0009 m2 + 0, 013768 m2





c2 · A2 − co · Ao
Au




K!" K"UP MIPQ R!" t!"!LM LVUMV T[ NLPQ MUM !Mh!R!" IUN ST!LPQUMV s# R!" su  !"!PQM!M 

























































⇒ p5 = 1, 75 bar
p#J






Reu  Rekrit } 2.300
⇒ U" UT!M! Y"iZUMV LZ UM!"!M _Q" 






Reo  Rekrit } 2.300
⇒ TIZ LMI"! Y"iZUMV LZ  !"!M _Q" 










ρ · g · (H1 − z)dz
Fx,a = B ·
[
ρ · g · H1z −
1
2






B · ρ · g · (H1 − h)2





prel · zdz = B
∫ h
0
ρ · g · (H1 − z) · zdz
M(y, G) = B
[





1/2 · ρ · g · H1 · h2 − 1/3 · ρ · g · h3
)
My,G = 32, 7kNm
PJ `ZOUTNNIb ]












ρ · g · (H2 − z)dz = 1/2 · B · ρ · g · H22
FI,1 = ρ · u21 · H1 · B
FI,2 = ρ · u22 · H2 · B






+ u21 · H1 − u22 · H2
)
ZL
u1 = u2 ·
H2
H1












· H1 − u22 · H2
)
Fx,c = 263, 735kN < Fx,a!
  DEF  H




y+ · (uτ · R − y+ · ν)
2.5 · uτ · R
− 1 psJ























0.0130 ms · 0.0125m
1 · 10−6 m2s
= 162.5
puJ





 J zX" RL! U" UT!M! t LNNL[ µt VLT RL! d!bL!QUMV ]








































































u(r) · r dr pmJ

























7 · (−R) dr
) p~J
























u · 2 · R · ρ2
µ2
= 200 =⇒ laminar pssJ
!J d!L R!" YLbbL!"UMV R!" q!"NPQL!R!M!M o"\ T! VLT !N bU  !IPQ!M j RINN WX" RIN dTPO"\ T VLT
umax = u
j WX" RIN TIZ LMI"! o"\ T umax = 2 · u UMR WX" RIN U" UT!M! o"\ T umax = 6049 ·
u
 K I"X !"QLMIUN LN RIN U" UT!M! s|co"\ T  "!L!" bU NLbbL!"!M ITN RIN TIZ LMI"!  IV!Mc
oLN!ULTT!co"\ T 










  DEF  H
 yiNUMV kUWVI !M!LT I J





















2, 637 · b = 0, 759 m
 yiNUMV kUWVI !M!LT  J
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p∗Dü · R · T ∗Di
R · T ∗Dü · p∗Di
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QLM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KIZ L VLT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M1 = MTe = 2, 5
p0,1 = p0,Dü
p0,2 = p0,Di
KL! Z LMLZ IT! zT[PQ! A∗Di
R!N !MVN!M vU!"NPQMLN R!N K LlUN"N j  !L R!" R!" K LlUN" V!"IR!
MLPQ Z !Q" UM!""LLNPQ LN j !"VL  NLPQ IUN ST!LPQUMV psJ j RL! LM kUWVI !M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!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NO"!PQ!MR!MYVT!LPQUMV
M22 =












KL! ITc  bh  _UQ!R"XP! q" UMR QLM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⇒ A∗Di = A∗Dü · 2, 0074
⇒ h∗Di · b = h∗Dü · b · 2, 0074
⇒ hDi > 1, 52 m
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= 0 , v = 0 .
psJ






+ u · ∂u
∂x




















+ u · ∂w
∂x
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kx = 0 , kz = −ρ · g .
pxJ
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ρ · u · ∂w
∂x
= −ρ · g − ∂p
∂z
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ρ · u · dw
dx
= −ρ · g − ∂p
∂z
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u(x) = C
psw J





0 = −ρ · g − ∂p
∂z
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0 = −ρ · g − dp
dz
































ρ · g + dp
dz
)
· x + C1 .
psmJ
^ L !LM!" h!L!"!M `M!V"ILM !"Q[T Z IM ]
w(x) =
1
2 · µ ·
(
ρ · g + dp
dz
)
· x2 + C1 · x + C2 .
ps~J
zX" R!M YOIT !"VL  RL! IW !RLMVUMV ITN _ IMR !RLMVUMV !"VL  IM R!" TLM!M IMR wS(x =
0) = 0
UMR IZ zi"R!" IMR wS(x = b) = W  g LMV!N!b LM ST!LPQUMV ps~J !"Q[T Z IM ]




2 · µ ·
(
ρ · g + dp
dz
)
· b2 + C1 · b + C2 .
p# sJ
ST!LPQUMV p#J LM ST!LPQUMV p# sJ !LMV!N!b UMR MIPQ C1 IUWV!TiN !"VL  ]
C1 = −
1
2 · µ ·
(
ρ · g + dp
dz
)
· b + W
b
.
KL! eMNIM!M LM RL! ST!LPQUMV p# sJ !LMV!N!b WXQ" IUW ]
wS(x) =
b2
2 · µ ·
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wF(x = 0) = 0
 g LMV!N!b LM ST!LPQUMV ps~J !"Q[T Z IM ]
0 = C2 .
p#w J
kM R!" W"!L!M  !"[PQ! VLT τF(x = d) = µ · (dwF/dx)(x = d) = 0  K I"IUN WTV dwF/dx(x =
d) = 0






ρ · g + dp
dz
)
· d + C1 .






ρ · g + dp
dz
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· d . p#xJ
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wF(x) =
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2 · µ ·
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=
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· d · t · d
2
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· ρ · g . puJ
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1
2
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2
µ
· ρ · g .
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6 · µ ·
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ρ · g + ∆p
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o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel 28. März 2007
Lösung der shriftlihen Prüfung im Pihtfah
Strömungslehre
Lösung Aufgabe 1:









cE = 0.4 m/s (3)








b) Total Pressure Loss in the Flow System, ∆pVges




+ ρ · g · z0 + ∆lp = p2 +
ρ · c22
2
+ ρ · g · z2 + ∆pVges (5)
(p0 = p2 = patm; c0 = 0; z0 = h1, z2 = h2)











= 5 × 105 N/m2 (7)
∆pVges = 48720 N/m
2 (8)
) Total Pressure Loss in both pipes due to frition aused by the pipe lengths only,
∑
∆pVR
Total Pressure Loss (System) =
∑














∆pVM = ∆pVE + ∆pVA + ∆pVK (11)
1
Minor Losses at Inlet:




0.98 · (1000) · (0.4)2
2
= 78.4 N/m2 (12)
Minor Losses at Outlet:




0.98 · (1000) · (1.6)2
2
= 1254.4 N/m2 (13)
Minor Losses at Bends:
∆pVK = ∆pVK1 + ∆pVK2 = ζK1 ·
ρ · c12
2
+ 2 · ζK2 ·
ρ · c22
2
= 16 + 768 = 784 N/m2 (14)
Total Minor Losses:
∑
∆pVM = 78.4 + 1254.4 + 784 = 2116.8 N/m
2 (15)
Total Pressure Loss in both Pipes:
∑
∆pVR = 48720 − 2116.8 = 46603.2 N/m2 (16)
d) Visous Sublayer Thiknesses ∆1 and ∆2, Pressure Loss oeients λ1 and λ2
Total Pressure Loss in Pipes = Pressure Loss in Pipe 1 + Pressure Loss in Pipe 2
∑
∆pVR = ∆pVR1 + ∆pVR2 =
1
2
















1.28 × 10−6 = 5 × 10
4 (18)
Flow is Turbulent in Pipe 1; ⇒ λ1 = λt1
Chek for the hydrauli smoothness of Pipe 1
For hydraulially smooth pipe:








∆1 = 6.05 × 10−4 m (21)
Sine ∆1 > Ks1 , so Pipe 1 is hydraulially smooth.
2














1.28 × 10−6 = 1 × 10
5 (23)
So ow is Turbulent in Pipe 2; ⇒ λ2 = λt2








∆2 = 1.8 × 10−4 m (25)
Sine ∆2 < Ks2 , so Pipe 2 is not hydraulially smooth.
1
2







































1 − e− zH cos zH
)





1 − e− zH cos zH
)x + C (1)
Es ergibt sih für jede Höhe z also ein aus parallelen Geraden bestehendes Stromlinienfeld, wobei
jede Stromlinie durh ein anderes C (Integrationskonstante) berehntet wird. Bei Gleihung 1
handelt es sih also um eine Geradengleihung der allgemeinen Form
y = m · x + C .
b) Da der Wind auÿerhalb der planetaren Grenzshiht in x-Rihtung bläst, kann der Winkel zwi-
shen dieser Rihtung und der Stromlinienrihtung in der Höhe von z = 50 m, direkt durh die
Steigung m aus Aufgabe a.) berehnet werden: Für mergibt sih durh Einsetzen der Zahlen-
werte






) Durh die Vorgabe einer konstanten Aufstiegsgeshwindigkeit w folgt
z(t) = W · t + z0




















· t + z0
H
)]















Das rehte Integral kann nah Substitution von (at + b) z.B. mit Hilfe des mathematishen
Tashenbuhs von Bronstein bestimmt oder per Hand durh zweimalige partielle Integration






(sin(at + b) − cos(at + b))
]
+ C1



































(−sin(b) − cos(b)) + C2

























ρ · U0 · d · T
ṁAB = ṁCD
ṁ = ρ · U0 · d · T
b)













p · ~ndS = 0













ρ~u(~u · ~n)dS +
∫
BC
ρ~u(~u · ~n)dS +
∫
CD






ux,AB = ux,CD = U0
























ρ(~u · ~n)dS = ṁAB, T ·
∫
CD
ρ(~u · ~n)dS = ṁCD
∫
BC











) Das Ablösekriterium lautet τw = 0.
d) Die physikalishen Einstellungen sind: stationär, reibungsbehaftet, inkompressibel, 2-dimensional
6
Lösung Aufgabe 4:






4 · 2h · b
2 · 2h + 2 · b = 0, 01m















∆ = 0, 0002513





U∞ = 0, 404 m/s
τw = µ · |
du
dz
| = ρ · ν · |0, 5 · U∞
∆
|






uτ = 0, 02849m/s
cf =
τw
1/2 · ρ · U2
∞
cf = 0, 009948
) Bestimmen sie an der Stelle ∆ die Konstante k mit Hilfe der beiden Gehwindigkeitsprole. Wie
groÿ ist die prozentuale Abweihung der Steigung des 1/7-Potenzgesetzes in diesem Punkt? Wie
lässt sih die Abweihung erklären?
In Höhe der viskosen Untershiht ∆ müssen beide Prole die gleihe Geshwindigkeit haben.
Für das Linear-Prol gilt somit:
u(∆) = 0, 5 · U∞ = 0, 202 m/s
7
Für die Bestimmung der Geshwindigkeit an der Stelle ∆ im 1/7-Potensgesetz gilt z = h − ∆.
Durh Einsetzen in (1) erhält man den Wert für k:
u(z = h − ∆) = k · uτ · (
uτ · ∆
ν
)1/7 = 0, 202 m/s
k = 5, 36
Zur Berehnugn der Steigung wird Gleihung (1) nah z abgeleitet:
du∗(z)
dz
= −k · u
2
τ
7 · ν · (
uτ · h
ν
− uτ · z
ν
)−6/7
Durh Einsetzen der Randbedingung und des Wertes k erhält man:
du∗(z = h − ∆)
dz
= −k · u
2
τ
7 · ν · (
uτ · ∆
ν
)−6/7 = −114, 84




0, 5 · U∞
∆
= −803, 82
Die prozentuale Abweihung lässt sih somit berehnen:
Zur Bestimmung der prozentualen Abeihung wird die Steigung des linearen Prols als Abso-
lutwert angenommen: 803.82. Der ermittelte Wert aus dem 1/7- Potenzgesetz lautet: 114, 84
Daraus ergibt sih die prozentuale Abweihung mit
x =
|114, 84 − 803, 82|
803, 82
· 100% = 85.71%
Das 1/7-Potenzgesetz verliert in Wandnähe seine Gültigkeit, da dort die Ableitung gegen∞
geht. Aus diesem Grund muss dieser Bereih gesondert modellert werden, in diesem fall mit
einem linearen geshwindigkeitsporl.
d) Ermitteln Sie die turbulente Shubspannung an der Stelle ∆ < x < δ (δ = Grenzshihtdike)
in Abhängigkeit der Mishungsweglänge l. Da sih die Strömung auÿerhalb der viskosen Unter-
shiht bendet, kann der reibungsbehaftete Anteil vernahlässigt werden.
τt = −ρ · u′w′




τt = ρ · l2 · (
u2τ · k
7 · ν )
2 · (uτ · h
ν
− uτ · z
ν
)−12/7
mit z = h − x folgt:
τt = ρ · l2 · (
u2τ · k
7 · ν )





a) Die Ruhewerte in Abshnitt 3 entsprehen den Ruhewerten in Abshnitt 4. Daher gilt:
T 30 = T
4







= 1.8 · T4 = 540 K (1)
p30 = p
4


















b) Da der engste Quershnitt gegeben ist, bietet es sih an, den Massenstrom folgendermaÿen zu
bestimmen:








































d) Somit ergibt sih die Geshwindigkeit c2 zu:




















= 1.09 · A∗ = 0.019 m2 (9)
9








p2 = ρ2RT2 = 5.74 bar (11)







































= 0 . (1)
Die Strömung ist in x-Rihtung ausgebildet, d. h. die Geshwindigkeitskomponenten ändern


















= 0 . (2)
Die Strömung ist in eben in x- und z-Rihtung:
∂
∂y
= 0 und v = 0 . (3)
Mit den Gleihungen (2) und (3) folgt aus (1):
dw
dz
= 0 . (4)
Daraus folgt w = C mit der Intergrationskonstanten C. An den Wänden gilt die Haftbedingung
w(z = −H) = w(z = H) = 0. Die Lösung von (4) in die Randbedingung eingesetzt führt zu
w(z) = 0.






+ u · ∂u
∂x
+ v · ∂u
∂y






















+ u · ∂v
∂x
+ v · ∂v
∂y






















+ u · ∂w
∂x
+ v · ∂w
∂y


















Mit Gleihung (2), (3), w = 0 und ohne Massenkräfte (Gravitation vernahlässigbar) fx = fy =













Die Strömung ist stationär und damit gilt:
∂
∂t
= 0 . (8)
Damit folgt aus den Gleihungen (5) - (7):
0 = −∂p
∂x









Gleihung (10) fällt weg. Aus Gleihung (11) folgt ∂p/∂z = 0. Damit ist der Druk keine
Funktion von z. Gleihzeitig ist der Druk wegen den Gleihungen (8) und (3) keine Funktion








Wegen der Gleihungen (2), (3) und (8) ist die Geshwindigkeit u keine Funktionen von x, y






































· z2 + C3 · z + C4 . (17)
Die Haftbedingung an den Wänden ergibt als Randbedingung u1(z = −H) = 0 und u2(z =
H) = 0. An der Trennähe z = 0 lauten die Randbedingungen u1(z = 0) = u2(z = 0) und
wegen dem Spannungsgleihgewiht τ1(z = 0) = τ2(z = 0). Eingesetz in die Gleihungen (16)












· H2 + C3 · H + C4 , (19)
C2 = C4 , (20)
µ1 · C1 = µ2 · C3 . (21)





















































































































Mit µ1 = 3 · µ und µ2 = µ erhält man als Ergebnis:
u1(z) = −
1


































d) Da das Fluid 1 eine höhere Zähigkeit als Fluid 2 besitzt wird Fluid 2 stärker beshleunigt,













e) Nah der Skizze für die Shubspannungsverteilung muss die Stelle bei der τ = 0 ist im Bereih
des Fluids 2 liegen, da sih dort das Geshwindigkeitsmaximum bendet. Aus Gleihung (25)
folgt dann für die Shubspannungsverteilung im Fluid 2:

































o. Prof. Dr.-Ing. H. Oertel 15. Oktober 2007
Lösung der shriftlihen Prüfung im Pihtfah
Strömungslehre
Lösung Aufgabe 1:
a) Mit einem Stromfaden von der Speiherwasseroberähe zum Düsenende ergibt sih folgende
Bilanz:
p1 + ρgz1 +
1
2
ρc21 = pD + ρghD +
1
2
ρc2D + △pV (1)
pI + ρgh1 = pU +
1
2





ρc2rohr · (λ1 ·
l1
d1
+ ζE + ζK1) +
1
2
ρc2D1 · ζD (3)
Durh die Kontinuitätsbedingung gilt:



































· (1 + 0.4 + 0.4096 · 40.45) (6)
Und es folgt:
pI = 1.05 bar (7)






Wie aus Teil a) bekannt beträgt crohr









Hieraus ergibt sih für die Reynoldszahl ein Wert von ReD ≈ 42.750. Somit muss man von
einer turbulenten Strömung ausgehen. Bei der Frage nah der hydraulishen Glattheit muss












Die Dike der viskosen Untershiht ist folglih gröÿer als die mittlere Sandkornrauhigkeit. Die
Innenwand des Rohrs ist folglih hydraulish glatt.
) Mit Hilfe eines Stromfaden vom Düsenende D zum Sheitelpunkt der Parabel S kann die ma-
ximale Höhe der Parabel bestimmt werden:
pD + ρgzD +
1
2




Da das Düsenende in einem Winkel von 45◦ angenommen ist. Ergibt sih eine gleihmäÿige






cD1 = cS (12)
Im Verlauf der Parabel nimmt die Horizontalgeshwindigkeit bis zum Sheitel auf den Wert















= 0.3 m (14)
d) Erneut mit einem Stromfaden von der Speiherwasseroberähe zum Austritt ergibt sih:
pI + ρgh1 = pU +
1
2
ρc2D2 · (1 + λ1 ·
l1
d1




pi − pU + ρgh1
1
2ρ · (1 + λ1 ·
l1
d1





Durh den Wegfall des Verlustes durh die Düse müsste die Austittsgeshwindigkeit zunehmen.










Das sih also der Volumenstrom kaum ändert, der Quershnitt der Austrittsähe jedoh zu-
nimmt, muss die Austrittsgeshwindigkeit abnehmen.
e) Über den Volumenstrom V̇2 = 0.00132
kg









Ein Stromfaden von der Brunnenwasseroberähe bis zum Freistrahl in den Speiher ergibt:
p3 + ρgz3 +
1
2
ρc23 = p2 + ρgh2 +
1
2
ρc22 + △pV −△lp (20)
pU − ρgh3 = pI + ρg · (h1 + h2) +
1
2
ρc22 · (1 + λ2
l2
d2
+ ζK2) −△lp (21)
Für die volumenstromspezishe Pumpleistung ergibt sih folgih:
△lp = (pI − pU ) + ρg · (h1 + h2 + h3) +
1
2

















Damit ergibt sih die Leisung der Pumpe zu











































2t − 1 + lnC1 (6)






where C1 is the integration onstant.
At time t0 > 0, for P(x0, y0):






















xdx = (2t − 1) dt,
x2
2
= t2 − t + C2,
x2 = 2t2 − 2t + C3
x(t) =
(










ln y = 4t + lnC4
y(t) = C4 · e4t (13)








y0 = C4 · e4t0 (15)
Eliminating the integration onstants C3 and C4 from (11), (13), (14) and (15):
x(t) = [x20 + 2(t
2 − t − t20 + t0)]
1
2 (16)
y(t) = y0 · e4(t−t0) (17)
e.)
Equation of Streakline:
For P(x0=1, y0=1) at any time t > 0:
x(t) = [1 + 2(t2 − t − t20 + t0)]
1
2 (18)
y(t) = e4(t−t0) (19)
Eliminating t0:
Substituing t0 = t − 14 · ln y in (18)
x =
[
1 + t · ln y − 1
2






























































ṁ2 = ρSchnee · V̇2
= 7 kg/s




















= 0, 14 m/s
Ein parabolishes, symmetrishes Prol lässt sih mit der Gleihung
c(r) = −ar2 + b beshreiben. Unter Berüksihtigung der Randbedingungen
c(0) = cmax und c(R) = 0 ergibt sih das folgende Geshwindigkeitsprol:









ρSchnee · c(r) · A2






























ρSchnee · π · R22














allgemeine Formel für den Impulssatz: FI = −
∫











FI1 = ρH2O · c21 · A1
= 1, 52 N
FD1 = (p1 − p0) · A1
= 9420 N
FG = g · G
= 98 N
FD2 = 0
FI2 = ρSchnee · c(r)22 · A2











































· π · ρSchnee · c2max · R22
= 1, 3136 N
Kräftebilanz in x-Rihtung:
∑
Fx = −FI2 · cosα
⇒ Fx = −1, 3136 · cos(30) = 1, 1376 N
Kräftebilanz in y-Rihtung:
∑
Fy = FI1 + FD1 − FI2 · sinα − FGFl
= 1, 52 N + 9420 N − 0, 6568 N − 98 N
⇒ Fy = 9322, 86 N
) Momentenbilanz um den Shwerpunkt S:
∑
M = MI1 + MD1 + MI2x + MI2y



































































































4l · c2(r)2 · sinα · πrdr + ρSchnee
∫ R2
−R2
h · c2(r)2 · cosα · πrdr









Mit der Intergration aus Aufgabenteil  ergibt sih:
MI2 = −FI2y · 4l + FI2x · h
MI2 = −1, 3136 Nm + 0, 68256 Nm
=⇒
∑
M = MI1 + MI2 = −4711, 39 Nm
Lösung Aufgabe 4:





























Der letzte Term der Gleihung entspriht der turbulenten sheinbaren Shubspannung τ ′xy
und kann durh die Boussinesq-Annahme wie folgt ausgedrükt werden



































Es gibt keine zeitlih gemittelte vertikale Strömungskomponente, weil die Platte parallel in
x-Rihtung überströmt wird (v̄ = 0, ∂v̄∂y = 0,
∂v̄
∂x = 0). Dadurh und durh Einsetzen von Gl.

















Wertet man diese Gleihung an der Wand aus, vershwindet der Einuÿ von νt und man





















































II : ν + νt =
1
ρ






























· ν(1 + µ+t )
⇒ 1 = ∂ū
+
∂y+
(1 + µ+t ) (4)
 Lösung Aufgabenteil d.)
Der Prandtlshe Mishungswegansatz ist ein Ansatz zur Bestimmung von µt.




Die Prandtlshe Mishungsweglänge l ist deniert als die Weglänge, die ein Fluidelement zu-
rüklegt, bis es sih durh den turbulenten Prozess vollständig mit seiner Umgebung vermisht
hat und niht mehr zu identizieren ist.
item Lösung Aufgabenteil e.)












































κ · R · T (2)
a0 =
√
κ · R · 293K (3)
a0 = 343,11 m/s
aM =
√
κ · R · 130K (4)





κ − 1 =
a20











(343, 11m/s)2 − (228, 55m/s)2
)
⇒ cM = 572,23 m/s
Alternativ aus Mahzahl und Shallgeshwindigkeit!

















































A∗ = 0, 1m2 ⇒ d∗ = 0,36 m
Alternativ über Massenstrom:
ρ∗ · c∗ · π · d
∗
4




⇒ a∗ = 313, 2m/s, ρ∗ = 0, 7537kg/m3, d∗ = 0, 356m
.) Gesuht: Massenstrom durh den Übershallwindkanal
ṁ = ρ · c · A (9)



































ρM = 0, 156kg/m
3
Werte für ρM und AM aus vorherigen Aufgabenteilen.
ṁ = ρM · cM · AM (13)
ṁ = 0, 156kg/m3 · 572, 23m/s · 0, 26m2
ṁ = 23, 21kg/s













































⇒ pMn = 0, 417bar
pMn = pK
Masse im Kessel:





0, 417bar · 400m3
R · 293K
mK = 198,36kg
e.) Gesuht: Messdauer im Windkanal bis Verdihtungsstoÿ auftritt.
Masse der Luft im Kessel bei t=0
pK0 · V = m · R · TK =⇒ m0 = 23, 78kg (17)
ṁ · ∆t = mK − mK0 (18)
⇒ ∆t = mK − mK0
ṁ
⇒ ∆t = 198, 36kg − 23, 78kg
23, 21kg/s
∆t = 7,52s





































































pM = 0, 965bar
Massenstrom ist gleih, wie der in .) berehnete.
g.) Gesuht: Drukverläufe über Windkanal
Lösung Aufgabe 6:






= 0 , v = 0 . (1)






+ u · ∂u
∂x



















+ u · ∂w
∂x





















= 0 . (4)
Es wirkt die Erdshwere und kein anderes Kraftfeld, das bedeutet:
kx = −ρ · g · sin(α) , ky = 0 , kz = −ρ · g · cos(α) .
Da der Einuss der Shwerkraft normal zur Strömungsrihtung im Spalt, d. h. in z-Rihtung
vernahlässigbar ist folgt hieraus:
kx = −ρ · g · sin(α) , ky = 0 , kz = 0 . (5)
Die Strömung ist stationär und damit gilt:
∂
∂t
= 0 . (6)
Die Strömung ist in x-Rihtung ausgebildet, d. h. die Geshwindigkeitskomponenten ändern












= 0 . (7)
Die Bedingungen (5) - (7) in die Gleihungen (2) - (4) eingesetzt ergibt:
ρ · w · ∂u
∂z
= −ρ · g · sin(α) − ∂p
∂x















= 0 . (10)
Wegen den Bedingungen (1) und (7) sind die Geshwindigkeitskomponenten u und w nur Funk-
tionen von z. Damit können die partiellen Ableitungen der Geshwindigkeitskomponenten als
totale Ableitungen geshrieben werden. Man erhält aus (8) - (10):
ρ · w · du
dz
= −ρ · g · sin(α) − ∂p
∂x















= 0 . (13)
Aus der Kontinuität (13) folgt durh Integration:
w(z) = C (14)
mit der Intergrationskonstanten C. An der Wand gilt die Haftbedingung, d. h. w(z = −s/2) =
w(z = s/2) = 0. Die Lösung (14) in die Randbedingung eingesetzt führt zu w(z) = 0. Setzt
man dieses in die Navier-Stokes-Gleihungen (11) und (12) ein ergibt sih:
0 = −ρ · g · sin(α) − ∂p
∂x








Mit Gleihung (16) und der Bedingung (1) ist der Druk keine Funktion von y und z. Damit
gilt p = p(x) und ∂p/∂x = dp/dx. Eingesetzt in die Gleihung (15) erhält man:
0 = −ρ · g · sin(α) − dp
dx
















) Für den Drukgradienten dp/dx folgt nah Gleihung (17) dp/dx = konst.. Mit den Randbe-










p(x) = pK +
dp
dx
· x = pK −
∆p
L
· x . (19)





p(x) · T · dx =
[
pK · x −
∆p




· T = pK · L −
∆p
2
· L · T = pU + pK
2
· L · T .
Eine Kräftbilanz am Quader in z-Rihtung ergibt damit:
−pU · L · T +
pU + pK
2
· L · T − G · cos(α) = 0 ,
pK − pU
2
· L · T − G · cos(α) = ∆p
2
· L · T − G · cos(α) = 0 .
Daraus folgt für die Drukdierenz:
∆p = 2 · G
L · T · cos(α) . (20)








ρ · g · sin(α) + dp
dx
)
· z + C1 . (21)
Mit einer weiteren Integration erhält man:
u(z) =
1
2 · µ ·
(
ρ · g · sin(α) + dp
dx
)
· z2 + C1 · z + C2 . (22)
Für den Spalt ergibt die Haftbedingung als Randbedingung an der oberen Wand u(z = s/2) = 0
und an der unteren Wand uS(z = −s/2) = 0. Eingesetz in Gleihung (22) erhält man:
0 =
1
2 · µ ·
(










+ C2 , (23)
0 =
1
2 · µ ·
(










+ C2 . (24)
Subtrahiert man die beiden Gleihungen von einander und löst nah C1 auf ergibt sih:
C1 = 0 .
Addiert man Gleihung (23) und Gleihung (24) und löst nah C1 auf erhält man:
C2 = −
1
2 · µ ·
(








Die beiden Konstanten in die Gleihung (22) eingesetzt führt auf:
u(z) =
1
2 · µ ·
(











Setzt man den Drukgradienten aus Gleihung (18) in Gleihung (25) ein ergibt sih
u(z) =
1
2 · µ ·
(











Mit Gleihung (20) folgt hieraus shlieÿlih
u(z) =
1
2 · µ ·
(
ρ · g · sin(α) − 2 · G


















u(z) · T · dz . (28)
Wegen der Symmetrie zur x-Ahse von u(z) folgt hieraus





u(z) · T · dz . (29)
Gleihung (26) in Gleihung (29) eingesetzt führt zum Volumenstrom V̇ im Spalt:






2 · µ ·
(















































































− ρ · g · sin(α)
)















− ρ · g · sin(α)
)
.






µ · L2 ·
(
2 · G · cos(α) − ρ · g · L2 · T · sin(α)
)
.
